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פתרון תרגול  1.
חזרה על קומבינטוריקה.




הערה  1. סימון:  - מספר הפרמוטציות של  k  איברים מתוך  n, כלומר, מספר
         האפשרויות השונות לבחור  k  איברים שונים מתוך  n  איברים שונים   
         כאשר סדר האיברים חשוב.


הערה  2. סימון:  - מספר הצירופים  (קומבינציות)  של  k  מתוך  n 
              איברים שונים עם החזרה.


1)  בכמה אפשרויות שונות ניתן להרכיב "מילה" בעלת  6  אותיות מן האותיות
     A, B, C, …, Z  (סה"כ  26 אותיות). אם:

    א) אין הגבלות;  ב) מותר להשתמש רק ב - 10 האותיות הראשונות;  ג) האותיות
    M  ו -  N  מופיעות ב"מילה" פעם אחת ולא עומדות זו ליד זו;  ד) כל אותיות ה"מילה"
    זהות;   ה) כל  אותיות ה"מילה" שונות;  ו) האותיות  P  ו - Q  מופיעות ב"מילה" פעם
    אחת ועומדות זו ליד זו;  ז)  האותיות  P, Q  ו - R  מופיעות ב"מילה" פעם אחת
    ועומדות במקומות הסמוכים.

פתרון:

א)  ;

ב)  ;



ג)  מ - 24  האותיות האחרות מרכיבים "מילה" בעלת  4  אותיות  מה שניתן לבצע ב -  
     אפשרויות שונות), אך בין כל שתי אותיות משאירים מרווח של מקום אחד. אחר כך בין
    5  מקומות  (3  שבין האותיות ו - 2  שלפני ואחרי האותיות)  בוחרים  2  מקומות בהם
    יעמדו האותיות  M  ו - N  כאשר סדר המקומות חשוב  (מה שניתן לבצע ב -  
     אפשרויות שונות). לכן התשובה היא  ;
ד)  ישנן  26  אפשרויות  (כל אותיות ה"מילה" הן אותיות  A  או כל אותיות ה"מילה" הן
      אותיות B  או.בסוף, כל אותיות ה"מילה" הן אותיות  Z).

ה)  ;


ו)  ישנם  5  מקומות סמוכים ב"מילה" בעלת  6  אותיות בהם יעמדו האותיות P  ו - Q,
     ישנן  !2  אפשרויות לסדר את האותיות  P  ו - Q  במקומות אלה, ואחר כך ישנן   
     אפשרויות לבחור את שאר  4  האותיות של ה"מילה". לכן מספר ה"מילים" השונות
     הוא ;

ז)  בדומה לסעיף הקודם התשובה היא  .


2)  על ספסל  12  מקומות ישיבה. בכמה אפשרויות שונות ניתן להושיב על הספסל  6  בנים
    ו - 4  בנות אם:


    א) אין הגבלות;  ב)  שמעון וגלית יושבים זה ליד זה;  ג)  כל הבנים יושבים יחד;
   ד) הבנים יושבים יחד והבנות יושבות יחד;  ה)  בין יורם וראובן יושבות שתי בנות.

פתרון:

א)    (יש לבחור  10  מקומות מתוך  12  כאשר סדר המקומות חשוב);


ב)    (יש  11  אפשרויות לבחור שני מקומות סמוכים, בהם ישבו שמעון וגלית,
      אחר כך יש  !2  אפשרויות לסדר את שמעון וגלית במקומות האלה, ואחר כך יש   
      אפשרויות להושיב את שאר  8  אנשים ב - 10  המקומות שנשארו);


ג)    (יש  7  אפשרויות לבחור  6  מקומות סמוכים, בהם ישבו הבנים, אחר כך יש
    !6  אפשרויות לסדר את הבנים במקומות האלה, ואחר כך יש    אפשרויות להושיב
    את  4  הבנות ב - 6 המקומות שנשארו);

ד)    (יש  6  אפשרויות לבחור  6  מקומות סמוכים לבנים ו - 4  מקומות סמוכים
     לבנות, אחר כך יש  !6  אפשרויות לסדר את הבנים, ואחר כך יש  !4  אפשרויות לסדר
     את הבנות);


ה)    (יש  9  אפשרויות לבחור  4  מקומות סמוכים, בהם ישבו יורם, ראובן
     ושתי בנות, אחר כך יש  !2  אפשרויות לסדר את יורם וראובן, ואחר כך יש   
     אפשרויות לבחור שתי בנות שישבו בין יורם וראובן, ואחר כך יש להושיב את שאר  6 
     אנשים ב - 8  המקומות שנשארו).


3)  בכמה אפשרויות שונות ניתן לסדר  n  עצמים שונים:

    א)  בשורה;  ב)  במעגל.

פתרון:

א)  ;

ב)  .


4)  בכמה אפשרויות שונות ניתן לרשום בשורה את המספרים  מ - 1  עד  9  (כולל)  אם:

   א)  אין הגבלות;  ב)  כל המספרים הזוגיים רשומים בסדר עולה;   ג)  כל המספרים
   האי-זוגיים רשומים בסדר יורד;  ד)  שום שני מספרים זוגיים אינם סמוכים זו לזה.

פתרון:

א)  ;

ב)    (יש לבחור  5  מקומות מתוך  9  בהם יעמדו מספרים אי-זוגיים. לכל סידור של
      מספרים אי-זוגיים ישנה אפשרות אחת בלבד לרשום את המספרים הזוגיים בסדר
      עולה);

ג)    (יש לבחור  4  מקומות מתוך  9  בהם יעמדו מספרים זוגיים. לכל סידור של
      מספרים זוגיים ישנה אפשרות אחת בלבד לרשום את המספרים האי-זוגיים בסדר
      עולה);

ד)    (יש לסדר בשורה  5  מספרים אי-זוגיים כך שבין כל שני מספרים יהיה מרווח 
     של ספרה אחת, אחר כך בין  6  המקומות שיווצרו - ארבעה בין המספרים האי-זוגיים


     ושני המקומות, הראשון והאחרון - יש לבחור  4  בהם יעמדו מספרים זוגיים).



5)  הוכח כי מספר האפשרויות לסדר בשורה  n  ספרות  0  ו - k  ספרות  1  ,

    כך ששום שתי ספרות  1  לא עומדות זו ליד זו הוא  .

פתרון: 



יש לרשום בשורה  n  ספרות  0  כך שבין כל שני מספרים יהיה רווח של ספרה אחת, אחר כך בין    מקומות שיווצרו –   בין הספרות  0  ושני המקומות, הראשון
והאחרון – יש לבחור  k  בהם יעמדו ספרות  1  (הסדר, כמובן, לא חשוב). מספר האפשרויות לבצע זאת הוא  .




6)  בכמה אפשרויות שונות ניתן לסדר בשורה  n  עצמים שונים כאשר ביניהם    עצמים
     זהים מסוג  k, ?

פתרון:

.


7)  מסדרים את אותיות המילה  statistics. כמה "מילים" שונות ניתן לקבל אם:

    א)  אין הגבלות;  ב) "מילה" מתחילה ומסתיימת באות  i;  ג) שלוש האותיות  s  
    עומדות זו ליד זו;  ד)  שום שתי אותיות  t  אינן עומדות זו ליד זו.

פתרון:

א)    (יש לסדר את  10  האותיות של המילה, כאשר ביניהן  3  אותיות  s,
      3  אותיות  t  ו - 2  אותיות  i);



ב)    (במקום הראשון והאחרון עומדות האותיות  i, לכן יש לסדר את שאר  8  אותיות
      כאשר ביניהן  3  אותיות  s  ו - 3  אותיות  t);
ג)    (ישנן  7  אפשרויות למצוא  3  מקומות צמודים בהם יעמדו את האותיות  s,
     אחר כך יש לסדר את שאר  7  האותיות כאשר ביניהן  3  אותיות  t  ו - 2  אותיות  i);
ד)    (יש לסדר את  7  אותיות המילה – כל האותיות חוץ מהאותיות  t – כך שבין
     האותיות יהיה מרווח של אות אחת, אחר כך בין  8  המקומות שנוצרו - ששה בין 
     האותיות ושני המקומות, הראשון והאחרון – יש לבחור  3  בהם יעמדו הספרות  t).


8)  בצוות עבודה  5  מהנדסים, 8  הנדסאים ו - 12  טכנאים. בכמה אפשרויות שונות ניתן
     לבחור  4  אנשי צוות אם:
    א) אין הגבלות;  ב)  יש לבחור הנדסאים בלבד;  ג)  אין לבחור מהנדסים;  ד) יש לבחור
    יותר טכנאים מהנדסאים;  ה)  יש לבחור נציגים של כל המקצועות.

פתרון:

א)  ;

ב)  ;

ג)  ;

ד) ;

ה)  ;


9)  במסעדה יש  5  סוגי עוגות. הסועדים הזמינו  8  עוגות. בכמה אפשרויות שונות ניתן
     לבצע את ההזמנה?

פתרון:


  (מספר ההזמנות השונות הוא מספר הקומבינציות של  8  איברים
שונים מתוך  5  איברים שונים עם החזרה).


10)  בכמה אפשרויות שונות ניתן לחלק  24  סטודנטים בין  4  כיתות אם:

 א)  אין הגבלות;  ב)  הכיתה הראשונה ריקה;  ג)  הכיתות הראשונה והרביעית ריקות;
ד)  בכל כיתה אותו מספר הסטודנטים.

פתרון:


א)    (על סמך עקרון הכפל);

ב)    (יש לפזר את כל הסטודנטים  בין  3  כיתות);

ג)    (יש לפזר את כל הסטודנטים  בין  2  כיתות);

ד)    (יש לבחור  6  סטודנטים לכל כיתה).


11)  במשפחה שני ילדים. יום אחד קנתה אמא  15  תפוחים, 10 אגסים ו - 20  שזיפים.
      בכמה אפשרויות שונות יכולים הילדים לחלק ביניהם את הפירות  (חשוב רק כמה
      פירות מכל סוג כל ילד מקבל)  אם:

    א) אין הגבלות;  ב)  כל ילד חייב לקבל לפחות  5  תפוחים, לפחות  3  אגסים ולפחות 
   7  שזיפים.

פתרון:

א)    (לילד הראשון יש  16  אפשרויות לקבל תפוחים  (מ - 0  עד  15),
     11  אפשרויות לקבל אגסים  (מ - 0  עד  10)  ו -21  אפשרויות לקבל שזיפים
     (מ - 0  עד  20));

ב)    (לילד הראשון יש  6  אפשרויות לקבל תפוחים  (מ - 5  עד  10),
     5  אפשרויות לקבל אגסים  (מ - 3  עד  7)  ו -7  אפשרויות לקבל שזיפים
     (מ - 7  עד  13));


12)  הוכח את הטענות הבאות:








א)  נתון הפירוק של מספר טבעי  N  לגורמים ראשוניים:  .
     הוכח כי מספר המחלקים השונים של המספר  N  הוא  .
ב)  מספר האפשרויות לחלק בין שני תאים     עצמים זהים מכל סוג  ,
     באופן שבכל תא יהיו לפחות     עצמים מסוג    הוא
     .

פתרון:



א)  הגורם    יכול להופיע במחלק בכל חזקה מ - 0  עד  , סה"כ 
      אפשרויות;
ב)  רעיון ההוכחה הוא כמו בסעיף  ב)  של השאלה הקודמת.





[bookmark: _GoBack]13)  א)  שלושה שודדים גנבו  20  מטבעות זהב. בכמה אפשרויות שונות הם יכולים לחלק 
     את המטבעות ביניהם?
ב)  היעזר ברעיון של הסעיף הקודם על מנת להוכיח את הטענה הבאה: מספר
     האפשרויות לחלק    עצמים זהים בין    אנשים הוא   .

פתרון:
א)  נוסיף ל- 20  מטבעות הזהב שתי מטבעות כסף. כל סידור של  22  המטבעות ייתן אופן 
     חלוקה של מטבעות זהב בין שלושת השודדים: הראשון יקבל את כל מטבעות הזהב עד
     מטבע הכסף הראשונה, השני יקבל את כל מטבעות הזהב בין מטבעות הכסף הראשונה

     והשנייה, ואילו השלישי יקבל את כל מטבעות הזהב שאחרי מטבע הכסף השנייה.
   . מספר הסידורים של  20  מטבעות זהב  (זהות) ו - 2  מטבעות כסף  (זהות) 
     הוא  ;
ב)  התוצאה מוכחת בשימוש ברעיון של הסעיף הקודם.
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