
 1 

 1  עבודת ביתפתרונות של 
 

 . 1שאלה 

  Tכך שלכל חלוקה   0קיים   0אם ורק אם לכל   ]1,0[פונקציה אינטגרבילית בקטע 

−  -מתקיים ש  ]1,0[של קטע   )T(S)T(S  כאשר )T(. 

 נוכיח שפונקציה בשאלה זאת לא אינטגרבילית. 

נקבע  
2

1
= 0 -ש. נניח   כלשהו. קיים מספר טבעיn כך ש-   

n

1
. 

 שווים קטעים  n  -ל  ]1,0[שמחלקת קטע  ]1,0[של קטע   Tניקח חלוקה 

1x...
n

2
x

n

1
xx0:T n210 ==== 

T(S(0אזי    )סכום דרבו תחתון( =

2

1

n

)1n(

2

1

2

)1n(n

n

1

n

i

n

1
)T(S

n

1i
2


+

=
+

==
=

 )סכום דרבו עליון(  

−=מתקיים ש  ולכן 
2

1
)T(S)T(S. 

T(S(0הסבר:   x(fmin(0כי  =
]x,x[x i1i

=
−

 


=

=
n

1i n

i

n

1
)T(S  כי

n

i
x)x(fmax i

]x,x[x i1i

==
−

 .ימספר רציונאל 

 

 . 2שאלה 

x(f(Cכך ש  Cהיא קבועה, זאת אומרת יש קבוע  f)x(פונקציה   = ]b,a[x. 

x(fsup)x(finfm(Mלא  קבועה אזי  f)x(הסבר: אם בדרך שלילה נניח ש
]b,a[x]b,a[x

==


 לכן ו 

)ab(M)T(S)ab(m)T(S −=−=   כאשר החלוקהT   :מכילה את הקצוות של קטע בלבדb,a . 

T(S)T(S(זאת סתירה לנתון ש   לכל חלוקה . =

 

 . 3שאלה 


















=


+





=

0x,0

...
n

1
x

1n

1
,

n

1

...
2

1
x

3

1
,

2

1

1x
2

1
,1

)x(f 

 

 המשפט שהוכח בקורס.לפי  ]1,0[, לכן היא כן אינטגרבילית בקטע  ]1,0[מונוטונית עולה בקטע  x(f(פונקציה  

-רציפות ב-ת איודנקוש לה ימו כן כ
1

nx
n

 רציפות.-מניה של נקודות אי-, לכן יש לה קבוצה בתבלבד =

 ר(.ועי א הוכח בש)על פי משפט אחר של ]1,0[אינטגרבילית בקטע   x(f(לכן   



 2 

 . 4שאלה 

222

n

i
1

1

n

1

in

n









+

=
+

 

עזר   תפונקציינגדיר 
2

x1

1
)x(f

+
. אזי הסכום  ]1,0[בקטע  =

=









+


n

1i
2

n

i
1

1

n

1
  

 היא ולכן התשובה  ]1,0[בקטע  x(f(הוא סכום רימן של פונקציה

4x1

dx

n

i
1

1

n

1
lim

1

0

2

n

1i
2

n


=

+
=









+


=

→ 

 

 . 5שאלה 

 ברציפות. רציפה והצבה היא פונקציה גזירה   xf)(להשתמש בנוסחה של החלפת משתנה כי פונקציה מותר 


−

=

























−
=

=

=

=


1

0
2

2

2

0 1

1
)(

1

1

arcsin

sin

)(sin dt
t

tf

dt
t

dx

tx

tx

dxxf  


−

=













−
−=

























−

−
=

=

=

=



1

0
2

0

1
2

2

2

0 1

1
)(

1

1
)(

1

1

arccos

cos

)(cos dt
t

tfdt
t

tf

dt
t

dx

tx

tx

dxxf  

 

    .6שאלה 
812

2

4
1

2

1

3

1

3

2 x

x

x

x

t

dt

dx

d
x

x
+

−
+

=
+

 

 

 . 7שאלה 

T)1n(TanTaכך ש  nנקבע מספר שלם  ++ 


++

+=

Ta

nT

nT

a

Ta

a

dx)x(fdx)x(fdx)x(f  

באינטגרל  
nT

a

dx)x(f   נעשה הצבהT)1n(xt −−= 

באינטגרל  
+Ta

nT

dx)x(f   נעשה הצבהnTxt t(f)x(f(ונשתמש במחזוריות:   =− = 

 =
nT

a

T

b

dt)t(fdx)x(f  



 3 

1n(ab(T)נסמן  −−= ) 

 
+

=

Ta

nT

b

0

dt)t(fdx)x(f  

לכן    =+=

+ T

0

T

b

Ta

a

b

0

dx)x(fdt)t(fdt)t(fdx)x(f 

 

נגדיר פונקצית עזר    .8שאלה 
+

=

Tx

x

dttfxg constdttfxg  -. נתון ש )()(

Tx

x

== 
+

)()(  . 

 פונקציה רציפה. xf)(לייבניץ כי   -מצד שני מותר להשתמש בנוסחת ניוטון

')()()()'(0ובכן,  ==−+= constxfTxfxg 

)()(ז"א  xfTxf  .Rxלכל  +=

Cבדיקה: באמת   
n

Cn
=. 

חשבו   .9שאלה 

0
2

2

( 4)cos 3x xdx

−

− 

( ) ( )

2
00 0

2 2

22 2

0

4 2
sin 3 2

4 cos3 4 sin 3sin 3
3 3cos3

3

u x du xdx
x

x xdx x x xdxx
dv xdx v −− −

=

 = −  =
 − = = − − =
 =  =
  

  

22 2

00 0

4
cos6

9

2 2 2
sin 3 cos3 cos3cos3

3 9 9sin 3
3

u x du dx

x xdx x x xdxx
dv xdx v

−− −

=

=  = 
 = = − + =
 =  = −
 

  

2

0

4 2 4 2
cos 6 sin 3 cos 6 sin 6

9 27 9 27
x

−

+ = −. 

 

א.    חשבו  .10שאלה 

1/2

2
0

8 2

1 4

x arctg x
dx

x

−

+
 

פתרון: 

1 2 1 2 1 2

2 2 2

9 9 9

8 arctan 2 8 arctan 2

1 4 1 4 1 4

x x x x
dx dx dx

x x x

−
= − =

+ + +   

( )
( ) ( )

1 221 2 1 2 2 2
2

2

0 0 0

1 4 arctan 2
arctan 2 arctan 2 ln 1 4 ln 2

1 4 4 64

d x x
xd x x

x

+  
− = + − = − 

+  
 . 

 

ב.    חשבו

/2

2
/6

1 cos

( sin )

x
dx

x x





−

−
. 

 פתרון:
( )

( )

( )
2 2

sin1 cos 1

sinsin sin

d x xx
dx C

x xx x x x

−−
= = +

−− −
 .  לכן 

/2

2
/6

1 cos 1 1 2 6

1 2 1 2 6 2 3( sin )

x
dx

x x





−
= − = −

−  −  −  − −
. 


