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2  

  1תרגול  
  טורים  מספריים

  

I . את  התכנסות  הטורים  הבאים  וחשב  את  סכומיהם , לפי  ההגדרה, הוכח  ישירות  
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II . תכנסות  הטורים  הבאים  תוך  שימוש  במבחן  האינטגרל  חקור  את  ה:  
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III . חקור  את  התכנסות  הטורים  הבאים תוך שימוש בתנאי הכרחי להתכנסות הטור ובמבחני השוואה:  
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IV . ברחקור  את  התכנסות  הטורים  הבאים  תוך  שימוש  במבחן  דלמ:  
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V .   חקור  את  התכנסות  הטורים  הבאים  תוך  שימוש  במבחן  קושי:  
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VI . חקור  את  התכנסות  הטורים  הבאים:  
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  טורים כלליים
VII . הבאיםבתנאי  או  התבדרות  של  הטורים , בדוק  התכנסות בהחלט :  
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 טורי חזקות
VIII .  עבור  הטורים  הבאים )  בהחלט  ובתנאי (קבע  את  תחומי  ההתכנסות:  
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  פיתוח  פונקציות  לטור  חזקות
IX .  פתח  את הפונקציה)(xf לטור  מקלורן  וקבע  את  תחום  ההתכנסות :  
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  תשובות 

I . 2/1)41)32/3)23/2)1  
 

 II III IV V VI 
 1,7,9,11,13,14,15 1,2 1,3,4 3,6,10,12,14 1,3,5 טור   מתכנס
 2,3,4,5,6,8,10,12 3 2 1,2,4,5,7,8,9,11,13 2,4 טור   מתבדר

 
VII.      

 בתנאי  טור   מתכנס   טור   מתכנס  בהחלט טור  מתבדר
6,10 2,4,5,8,9 1,3,7 

 
VIII. 

 טור  מתכנס בתנאי טור   מתכנס  בהחלט  טור מתכנס בתנאי טור   מתכנס  בהחלט 
1 0.1  x  0.1 - <<    - 6 4 x 2 ≤≤  - 
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  2תרגול  
  אלגברה  של  וקטורים

  :תרגילים 

ABCD  aABbADבמקבילית   .1 == abבטא  באמצעות   .  , MAMBMCMD את  , ,,, , 

  .היא  נקודת  חיתוך  האלכסונים   Mכאשר  

abהוקטורים   .2
�

�

||4,||3   -   ו   0120   יוצרים  זווית בת  & == ab  . חשב:  

ba.         א aa.                       ב⋅ ).                            ג⋅ )2ba ).                              ד+ ) ( )baba 223 ++ ⋅  

)הוכח  את  הזהות   .3 )2222 ||||2|||| bababa   .  ותן  לה  פירוש  גיאומטרי++−=+

qpaqpbחשב  את  אורכי  האלכסונים  במקבילית  הבנויה  על  הוקטורים   .4 25,3 כאשר  , =−=+

22||,3||,
4

),( ===∠ pqqp
π

.   

  .אלכסוני  המעוין  ניצבים הוכח  כי   .5

||1,||1נתון   .6 == ts , tsptsqpq 2,45, tsחשב  את  הזווית בין  הוקטורים   . ⊥=−=+ ,.   

baחשב  את   .7 kjiakjib  כאשר  ⋅ 23,54 −+=−−=.  

abחשב  את  הזווית בין  הוקטורים   .8 jiajib כאשר  , 23,5 +=+=.  

jiABjiBCכאשר    ABCחשב  את  הזוויות  המשולש   .9 +−=+=    .CAמצא  את  .  2,2

jiaחשב  את  ההיטל  של  הוקטור .10 210 jib  על  הוקטור  =+ 125 −=.   

)4,1,1(חשב  את  ההיטל  של  הוקטור .11 −=b  2,1,1(  על  הוקטור(=a.   

בעל  הצלעות   ABC במשולש  ADה   והגוב AMחשב  את  האורך של  התיכון   .12

jiABjiBC 25,42 +=−=.   

)5,0,0(,)1,1,1(,)3,1,2(כאשר    ABCחשב  את  הזוויות  המשולש   .13 −ABC.  

ACBDוזווית  בין  האלכסונים   Dמצא  נקודה   .14 כאשר     ABCD במקבילית  ,

)0,2,3(,)1,3,3(,)2,0,5( −−− ABC.  

kjiakjib  הוקטוריםβ   -  וαעבור  אילו ערכים  של   .15 βα ++=+−=   ? קולינאריים 23,25

)1,1,1(,)1,1,2(,)4,0,2(,)0,0,0(הוכח  כי  הנקודות   .16 ABCD   .  של  טרפז קדקודים הן  −−−−

)0,1,3(,)2,5,1(,)1,0,5(  של  משולש  הם  קדקודיו .17 ABC מצא  את  שיעורי  נקודת  מפגש  התיכונים . −−

  ) .מרכז הכבוד  של  המשולש (

)מצא   .18 ) ( )baba −+ ⋅ ,||3,||2  כאשר  235 ==⊥ abba.   

)3,3(,)2,5(,)0,4(,)1,2(  הוא  ריבוע   אם  ABCDהוכח  שהמרובע  .19 ABCD.  

)1,5,3(,)3,2,3(,)2,4,6(נתון   .20 −−− ABC  .  הוכח  כי  משולשABC   הוא  ישר  זווית.  

)6,0,8(,)3,2,7(,)5,3,1(,)4,1,2(נתון .21 −− ABCD  .  הוכח  כיABCD   הוא  מקבילית.  

|2| חשב   .22 ba ),(60,||2,||1  אם  − 0 ===∠ abba  .  

kjiaחשב  את  קוסינוסי  הכיוון  של   .23 +−= 22.  

זווית   יוצר  aוקטור   .24
060=βעם  ציר ה    y- ,   זווית

0120=γעם  ציר  ה  z- זווית     וα   עם  ציר  הx- . 
  .αcos  חשב

)1,1,8(,)9,5,11(יהיו  .25 −−− AB  .מצא  וקטור  יחידה  שכיוונו מ-Aל  -B.   

)7,1,2(יהי  .26 −A  .  מצא  נקודהB34 -  כזאת  ש=AB  והוקטור AB  מקביל  לוקטורkji 1298 −+.  

baחשב  את   .27 kjiakjib כאשר  × 532,2 ++=++=.   

)5,3,2(,)1,2,4(,)4,6,3(  כאשר    ABCחשב  את  שטח  המשולש  .28 ABC −.  
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kjiakjibהמקבילית  הבנויה  על  וקטורים חשב  את  שטח   .29 236,623 −+=+−=.   

babaהמקבילית  הבנויה  על  וקטורים  חשב את שטח  .30 3,3 ),(30,||||1  כאשר ++ 0 ===∠ abba.  

,||4,||6   נתון .31
3

),( ===∠ nmnm
π

)מצא   .  ) ( ) ( ) ( )nmnmnmnm 6523,6523 −−−×− ⋅.   

)3,2,1(,)2,1,3(,)1,3,2(נתון   .32 −=−== abc  .  חשב  את)( cba cba  ואת  ×× ×× )(.  

cbaחשב  את  מכפלה  מעורבת   .33 ⋅× kjiakjibc  כאשר  )( −−=−+== 2,3,)4,1,1(.   

)2,2,1(,)1,1,1(,)7,5,2(הוכח  כי  הוקטורים   .34 =−== abc קופלנריים  .  

)6,5,5(,)4,5,4(,)3,3,4(,)2,2,2(כאשר    ABCDמצא  נפח  של  פירמידה   .35 ABCD.  

)2,2,2(,)2,1,2(,)1,1,1(,)1,2,1(הוכח  כי  הנקודות   .36 ABCDנמצאות  על  מישור  אחד .  

0אם  :  הוכח .37
�

=×+×+× accbba  ,  אזיabc   .  קופלנריים ,,

הוכח שהוקטור   .38
( )

2a

baa
b

�

�
��

� ⋅
a לוקטור    מאונך −

�

.   
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 תרגול 3
  גיאומטריה  אנליטית  במרחב

  
I  מישור  

+++=0: המשוואה הכללית של  מישור . 1 DCzByAx  

),,(המשוואה  של  מישור  שעובר דרך  הנקודה  .  2      0000 zyxM  

)()()(0:),,(נך  לוקטור           ומאו 000 CBANzzCyyBxxA
�

=−+−+−  
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  :תרגילים 
)5,2,3(מצא  את משוואת  המישור  העובר  דרך   הנקודה   .3 )1,3,4(   ומאונך לוקטור    − −.   

)1,2,1(מצא  את משוואת  המישור  העובר  דרך  הנקודות   .4   - ומקביל  ל−)7,2,5( -   ו−

kjiהוקטור   .                             ג yציר  .                                 ב xציר  . א −−2  

  :מצא את משוואת המישור העובר דרך הנקודות .39

)1,1,4,()1,3,2,()1,0,1(.  א )5,1,0,()2,2,1,()1,0,2(.                        ב− −−−.  

)2,1,1( מצא את משוואת המישור העובר דרך הנקודה    .40    הקדקודיםומקביל למישור המשולש בעל    −

)0,0,1(),3,2,1(),1,0,3( ABC −.  

0522 למישור  A)1,9,3(חשב  את  המרחק  מהנקודה   .41 =−+− zyx.  

את  במרחק  שווה  מן  המישורים    מצא  נקודה  הנמצxעל  הציר   .42

01151612,122 =++−=−+ zyxzyx.  
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=
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
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    4תרגול  

  פונקציות  וקטוריות  של  משתנה  סקלרי
  

I. ות ועבור מן ההצגה הפרמטרית הנתונה להצגה קרטזיתמצא  את  הגרף  של  פונקציות  וקטורי 
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π

20,sincos)(.620,)sin42()cos23()(5.
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∞<<∞−++=<≤+=

<≤+=∞<<∞−−=
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  :מצא  את  הגרף  של  פונקציות  וקטוריות    הבאות 

∞<<∞−++=
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tktjtittr

ajtaittatr

,sin3cos4)(.8

0,)cos1()sin()(.7
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II. מצא את ההצגה  הוקטורית של עקומות הבאות:  
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)(4ln3cos2tan5.0 גזור  את  פונקציה   .15 4 ktjttittr
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+−=  

  :א  משוואת  המשיק  לעקומות מצ .16

1.16 ktjtitetr t
����

)2(arctan54)3()( ++++=    .t=0  -  בנקודה  המתאימה  ל −

2.16 ktjtittr
����
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
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kjtittrעל  עקומה   .17
����

5)( 2   נקודה  שבה  ישר  המשיק  מקביל  למישור מצא  =++

      346 =+− zyx.  

ktjtittrעבור  .18
���� 22sin2cos)( ++=  מצא  את

dt
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4sin3cos2)( ktjtittr נקודה  נעה  לאורך  העקומה   .19
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  חשב  את  המהירות. =++

       )(tr ′
�

tr)(ואת  התאוצה  ′′
�

   .π=t/2  בזמן  

tr)(  מצא  את  הזווית  בין  ווקטורי  המהירות  .20 ′
�

tr)(והתאוצה  ′′
�

  אם t=0  בזמן  

  1arctan)1ln()( 22 ktjtittr
����

++++=   .  

 חוק התנועה    נע לפי חלקיק .21

ktjtittr
����

)(sin)cos(sin)cos(cos)()0( ωωαωαω ++=>.    

tv)(מצא את  מהירות       
�

tw)(   תאוצה  ,  
�

)ערכים שלהן  ו )|)(|,|)(| tvtw
��

.  

tv)( מהירות .22
�

)()10,1,2(של  חלקיק משתנה לפי החוק  ttv −−=
�

   החלקיק    t=0ברגע. 

)0()100,0,0( הנמצא בנקוד        =r
�
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��

  . של החלקיק =

jtittwתאוצה    של  חלקיק  תלויה בזמן לפי נוסחה     .23
���

3sin183cos18)(   -רדיוס.  =−

)0()4,2,0(&)0()1,0,2( תחלתית של חלקיק  הםהוקטור תחילתי ומהירות        == rv
��

  מצא .
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kgttvtr:   זמן   שלהוקטור   של  נקודה    כפונקצי-רדיוס נתון  .24
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0 2
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��
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  .           הנתון0tחשב  וקטור  המשיק  יחידה  ב  .25
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  מצא  את  הנגזרת  של .27
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IV. קואורדינטות  קוטביות  
  

  :שרטט  את הגרפים  של הפונקציות  הבאות  במערכת  קוטבית 
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 תרגול  5
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VI  כלל  השרשרת,  נגזרות  חלקיות  של  פונקציה  מורכבת  
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xy עצמו                                                                                                                       ±=   וזוג  הישרים   
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    6  תרגול  
 ניגזרת חלקית מסדר גבוה

Iות  מסדר  שני  של  הפונקציות  הבאות        חשב את  הנגזר:  
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   (OB)  אין  נקודות  הקריטיות  בתוך  התחום  )(
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0
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02 OB

y
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yz
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

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=
⇐





≤≤

−−=
⇐≠−=⇐  

   (AB)  ות הקריטיות  בתוך  התחום  אין  נקוד )(
10

1

10

53
03 AB

x

xy

x

xz

dx

dz



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≤≤

−=
⇐



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−=
⇐≠=⇐  

  2)0,1()(,5)1,0()(,3)0,0()( −==−==−== zAzzBzzOz      :  O, B, A   ג       נקודות  חשודות.  
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    8תרגול  
  אינטגרל  כפול

  :חשב  את  האינטגרלים  . 1

      sin)      )      )()
0

22
2

0

2
1

0

1

0

1

0 2
∫∫∫∫∫∫ +
ax

x

drrddyxydxdyyxdx θθ
π

  אבג

∫∫),( חשב  את  האינטגרל . 2
B

b

A

a

dyyxfdx            כאשר    ),(),( yxFyxf yx′′=  

∫∫),( באינטגרל  הכפול   . 3
D

dydxyxf   הצב  את  הגבולות  בשני  סדרי  האינטגרציה  :  

)1,1(,)0,1(,)0,0(משולש  בעל  הקודקודים    Dכאשר  . א    OAB  

)1,2(,)1,2(,)0,0(  משולש  בעל  הקודקודים  Dכאשר  . ב    OAB −  

)1,0(,)2,1(,)0,1(,)0,0( בעל  הקודקודים    טרפז  D כאשר . ג    OABC  

122 עיגול  Dכאשר  . ד    ≤+ yx  

yyx עיגול  Dכאשר  . ה    ≤+ 22
  

}כאשר . ו    } Dxyyyx =≥≤ 2,1|),(   

41טבעת    Dכאשר  . ז    22 ≤+≤ yx  

1,,5.0,2הוא התחום  החסום  על ידי הקווים   Dכאשר  . ח    −=−=−=−= xxxyyx  

}כאשר . ט    } Dyxxyyxyx =−≥≤≤≤≤+ 2,20,,2|),( 2
  

)2()3(1הוא תחום  משותף של העיגול    Dכאשר  . י    22 ≤−+− yxוהמשולש בעל  הקודקודים    

                    )0,0(,)4,0(,)0,4( OAB  

)1()1(2הוא תחום  משותף של העיגול    Dכאשר  . כ    22 ≤−+− yxהמשולש בעל  הקודקודים  ו  

                    )0,0(,)22,0(,)0,22( OAB ++  

1022הוא תחום  משותף של העיגול    Dכאשר  . ל    ≤+ yxוהמשולש בעל  הקודקודים    

                    )4,3(,)4,3(),0,5( −−− ABC  

  
  :החלף   סדר  האינטגרציה  באינטגרלים  הכפולים  . 4

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

>
−

−

−

−

−−−

−

−−

xeax

xax

axx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

dyyxfdx)(adyyxfdxdyyxfdx

dyyxfdxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfdx

ln

01

2

2

2

0

2

2

2

1

1

1

1

1

1

0

2

1)4/(

2

6

22

0

),()        0),()              ),() 

),()       ),()       ),()),()

2

2

2

2

2

32

הוז

אבגד

  

  :חשב  את  האינטגרלים  הבאים  . 5

∫∫2 . א   
D

dydxxy  כאשר  D י  הפרבולה  ''  חסום  עxy 42   x=1   והישר  =

 . ב   
4

∫∫ −D x

dydx
  ל  המעגל  בעל  י  צירי  הקואורדינטות  והקשת  הקצרה  ש'' חסום  ע  D  כאשר  

   . (2,2)  שמרכזו  בנקודה   2       הרדיוס  

∫∫|| . ג   
D

dydxyx  כאשר D      עיגול  בעל   הרדיוסaa )0(   .  שמרכזו  בראשית <

)( . ד    22∫∫ +
D

dydxyx  כאשר  D   מקבילית  בעלת  הצלעות  

xyaxyayaya =+===> ,,,3),0(.  
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∫∫),( אינטגרל  הכפול  ב . 6
D

dydxyxf  קוטביות   והצב  את  הגבולות  האינטגרציה תלקואורדינאטו  עבור  :  

   עיגול  Dכאשר   . א 
222,)0( ayxa ≤+>  

axyxa   עיגול  Dכאשר   . ב    ≤+> 22,)0(  

   טבעת  Dכאשר   . ג   
2222,)0( byxaba ≤+≤<<  

}כאשר   . ד    } Dxyxyx =−≤≤≤≤ 10,10|),(  

}כאשר   . ה    } Daxaayaxyxa =≤≤−≤≤> ,)/(),(,)0( 2
  

}כאשר   . ו    } Dxyxxyx =≤≤≤≤ 3,21|),(  
  

  :י    מעבר  לקואורדינטות  קוטביות''חשב   ע . 7

    sin))
2222222 4

2222 ∫∫∫∫
≤+≤≤+

++
ππ yxayx

dydxyxbdydxyxa   

  :חשב  את  האינטגרלים  הבאים  . 8

   1) )||||()

1

2

2

2

2

1||||

2

2

2

2
∫∫∫∫

≤+
≤+

−−+

b

y

a

xyx

dydx
b

y

a

x
bdydxyxa    

   ) ∫∫
D

dydxxyc     כאשר D 1,5.2י  ''  חסום  ע ==+ xyyx     

  

  :צייר  את   הגופים  שנפחיהם  שווים  לאינטגרלים  הבאים  בהתאמה   . 9

 )5.9 )()4.9

 
94

1)3.9)()2.9)()1.9

22

22

22

1||||

22

1
94

22

0,0
10

1

0

22
1

0

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

≤+≤+

≤+≥≥
≤+≤

−

++

−−++

xyxyx

yx
yx
yx

x

dydxyxdydxyx

dydx
yx

dydxyxdyyxdx

  

  

  :י  העקומים  הבאים ''חשב   את  שטחי  התחומים   החסומים  ע. 10

168,12)                  164) 

)0(,3,,4,1)            4,3)

3,0,2)       )0(, 
2

5
,)       44,2)

2222

22222

2222

+−=+==+

≥===+=+==+

===+>=+==−=+

xyxyyx

xxyxyyxyxxyyx

xyyxyxaayxaxyyxyx

וז

דה

אבג

 

  :י  המשטחים  הבאים ''ם  החסומים  עחשב   את  נפחי  הגופי . 11

222

22

,1,,0)3.11

)0,0(,0,0,1,0,3)2.11

0,0,1,0,1)1.11

xyyyxzz

yxyxyxzzyx

yxyxzyxz

==+==

≥≥===+==++

===+=++=

  

} חשב  את המסה  של  ממברנה  . 12 } Dxyyyx =≥≤ yyxf אם  צפיפות  הממברנה  ),(|2,1 =),(  

  
  

  תשובות  
 

 ),(),(),(),( 2.                 3/)      40/1)      1) 3 baFBaFbAFBAFa +−−π1    אבג.  
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  אינטגרל  משולש
I .  חשב  את  האנטגרלים  המשולשים:  

        1.)32(∫∫∫ +−
T

dzdydxzyx    

3,0,2,0,1,0 י  המשטחים   ''  חסום  עT             כאשר  התחום   ====== zzyyxx   

        2.2∫∫∫ +

T

yx dzdydxez    

1,0,1,0,1,0 י  המשטחים  ''  חסום  עT             כאשר  התחום   ====== zzyyxx  

         3.)cos(∫∫∫ +
T

dzdydxxzy כאשר התחוםT0,0,/2י המשטחים '' חסום ע, π=+=== zxzyxy  

         4.32∫∫∫
T

dzdydxzxy  כאשר  התחום  T0,,1י  המשטחים  ''  ע  חסום, ==== xxyzxyz  

         5.
)1( 3∫∫∫ +++T zyx

dzdydx
0,0,0,1י  המשטחים ''  חסום  עT  כאשר  התחום   ====++ yxzzyx   

II . י  המשטחים  הנתונים ''חשב  את  נפח  הגופים  חסומים  ע:  

         
2.0,3,1,

1.,,22,
2

22222

==++==

==+=+=

zzyxyxy

xyxyyxzyxz
           

III .   

1,3,2,0,0,0 י  המשטחים  ''  החסום  עTשב  את המסה  של  גוף  ח . 1       ====== zyxzyx  

zyxzyxfאם  צפיפות              ++=),,(  

22,1,22 י  המשטחים  ''  החסום  עTחשב  את המסה  של  גוף    . 2       =+=+= zyzyyx  

yzyxfאם  צפיפות              =),,(  

  ינטות גליליות וכדוריותקואורד
,cos,sin:),,(מערכת קואורדינטות גליליות  zrrxryzz θθθ ===  

sincos,sinsin,cos:),,(מערכת קואורדינטות כדוריות  ϕθρϕθρϕθρϕρ === xyz  
  

IV .  כדוריות וקרטזיות של נקודות , רשום את קואורדינטות גליליות:  

)1,0,1(5

)2/,2/,22(4
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V .  ב
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VI .  ב
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  החלפת  משתנים  באינטגרל  משולש

  

VII .  חשב  את  האנטגרלים  המשולשים:  
  

         1 . ∫∫∫
T

dzdydxzyx  כאשר  התחום  Tי''  חסום   ע  

)0,0,0(0,0,0,1                המשטחים  222 ====++≥≥≥ yxzzyxzyx  

         2 . ∫∫∫ +
T

dzdydxyx 22
1,222י  המשטחים   ''  חסום  עT  כאשר  התחום   =+= zyxz  

         3 . ∫∫∫
T

dzdydxx2
9222י  המשטח   ''  חסום  עT  כאשר  התחום   =++ zyx  

         4 . ∫∫∫ +
T

dzdydxyxz 22
}  כאשר     } Tzzyxyx =≤≥≥≤+ 3,0,0,222   

         5 . ∫∫∫ 
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
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         6 . ∫∫∫
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IX . ת המסה  של  גוף  חשב  אT3,0,422 י  המשטחים  ''  החסום  ע ===+ zzyx  אם   
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 10   תרגול
  אנטגרל  קווי 

I .   הקוויים  מהסוג  הראשון םהאינטגרליחשב  את  :  

  1 . ∫ +
C

dlyx )( , C  –ל   הקדקודים    משולש  בע)1,0(,)0,1(,)0,0( OAB  

  2 . ∫
C

dly 2
  , C –  קשת  הציקלואידה )cos1(,)sin(,)20(,0. tayttaxta −=−=≤≤> π  

3 . ∫
++C yx

dl

422
 ,  C  -  קטע  קו  ישר  OA ,  )0,0(,)2,1( OA   

  4 . ∫ +
C

dlyx }  כאשר   )( } Cyxyx ==+  1||||:),(   

  5 . ∫ ++
C

dlzyx )( 222
C : ktjtittrt  כאשר  

����

++=≤≤ sin2cos2)(,20 π)  קו  הבורג(  

  6 . ∫ +−
C

dlyxz )2( 22
C : ktjttitttrt  כאשר  

����

++=≤≤ sincos)(,20 π    

II .  חשב  את  האנטגרלים  הקוויים  מהסוג  השני:  
  

  1 . ∫ +−
OA

xdyydx , )0,0(,)2,1( OA המסילה  )     א : כאשרOA   היא  קטע  קו  ישר  

היא  קטע  פרבולה     OAהמסילה  )                                                                                                    ב 
22xy =   

  0,1(B( , OBAהיא  קו  שבור   OAהמסילה  )                                          ג                                                           

  2 . ∫ +−
AB

xdyydx ,)0,2(,)0,2( BA ABxy כאשר  − :4 2−=  

  3 . ∫ −++
AB

dyyxdxyx )()( 2222
ABxyxxxכאשר , BA :|1|1),20,2,0( −−=≤≤==  

  4 . ∫ −+++++
AB

dzzyxdyyxdxx )()2()1( 2
)0,1,1(  לאורך  הישר  מנקודה  −A   

)3,2,3(                         לנקודה −B    

  5 . ∫ −+
C

dzzxdyyzdxyx 222
 ,- C 0,0,0(    ישר  מנקודה(Oלנקודה)5,4,2(−B     

  6 . ∫ −+−
C

dzxdyzydxzy 222 2)(  ,C –  העקומה txtytzt ===≤≤ ,,,)10(, 23
  

  . כיוון  עלית  הפרמטר–                                                                כיוון  חיובי     

  7., ∫ ++
C

dzxdyzdxyC  העקומהtaxtaybtztab cos,sin,,)20(,0,0 ===≤≤>> π  

  .יוון  עלית  הפרמטר כ–                                             כיוון  חיובי     

III .   כל  הפרמטרים  חיוביים ( חשב  את  אורכי  הקווים  הבאים(  

1.:222 CRyx =+   

2.:2coscos2,2sinsin2,)20( Ctataxtatayt −=−=≤≤ π  -קרדיאוידה    

3.:3,3,2 23 Ctxtytz   B)2,3,3(עד  לנקודהO)0,0,0(    מהנקודה ===

5.:cos,sin,,)41(

4.:cos,sin,,)20(

Cttxttytzt

Ctaxtaybtzt

===≤≤

===≤≤ π
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IV .   

txtytztמצא  את  המסה  של  קשת  קו  הבורג   . 1   cos4,sin4,3,)20( ===≤≤ π  אם  הצפיפות    

  .     בכל  נקודה  שווה  לריבוע  המרחק  של  הנקודה  מהראשית   

texteyeztמצא  את  המסה  של  העקום   . 2   ttt cos,sin,,)10(     אם  הצפיפות  ≥≥===

   . 3 -     היא  קבוע  ושווה  ל  

)10(,1מצא  את  המסה  של  העקום   . 3   2 +=≤≤ xyx  אם  הצפיפות  היא  שווה  xyxf =),(  

xyxמצא  את  המסה  של  הפרבולה   . 4   4,)10( 2 ),(||  אם  הצפיפות  היא  שווה  ≥≥= yyxf =  

V  .  הכוח  המשתנה מצא  את  עבודה  של F
�

    B  לנקודה  D מנקודה  C הפועל  לאורך  העקומה  

  1 . 










++

−
==== 2

2222
,,;3,sin2,cos2:;)6,0,2(),0,0,2( z

yx

x

yx

y
FtztytxCBD
�

π  

  2 . ( )xyxFtaytaxCt −+===≤≤ ,;sin,cos:;)20(
�

πבכיוון  החיובי      

  3 . ( )xyxFxyCBD ,4;:;)1,1(),0,0( 63 ==
�

      

  4 . ( )2,,;)0,1,2(),1,2,0( xzxzyFBD −=−
�

 C ;  -  קטע  קו  ישר  DB  

  

VI . הוא  דיפרנציאל  שלם להאינטגרב   את  האנטגרלים  הבאים  לאחר  שתוכיח  כי  הביטוי  בתוך  חש  :  

   

5.6.

1.2.3.)()(4.))((

)4,3,2(

)1,1,1(

32
)1,1,6(

)3,2,1(

)3,2(

)2,1(

)4,3(

)1,0(

)3,2(

)1,0(

)1,1(

)1,1(

∫∫

∫∫∫∫
−

−

−

−

−+++

++−++−−

dzzdyyxdxxydzzxdyyzdx

ydxxdyydyxdxdyyxdxyxdydxyx

  

     7 . ∫
++

++
)(

)(
222

B

A zyx

zdzydyxdx
2222  נמצאת על כדור A נקודה ,  azyx =++,    

)0(2222  נמצאת על כדור B ה                                                 נקוד bzyxba =++>>  

  .                                                ומסלול  האינטגרציה אינו עובר דרך ראשית הצירים

VII .   נוסחת  גריןחשב  בעזרת 

  1 . ∫ ++−
OmAnO

dyyxdxxxy )()2( 22
 OmA -  קטע  הפרבולה 

2xy = ,  

AnO                                                                     -  קטע  הפרבולה 
2yx =  

  2 . ( )∫ +−+
C

dyyxdxyx )( 222
    C  היא שפת  המשולש  ABD בכיוון החיובי  

                                                                                                                                            )1,1(),2,3(),5,2( ABD  

  3 . ∫ −
C

dxyxdyxy 22
     C –המעגל      

222 ayx     בכיוון  החיובי+=

  4 . ∫ −−+
C

dyyxdxyx )()(     C –1      האליפסה
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
      בכיוון  החיובי

∫תוך שימוש בנוסחת גרין מצא הערך של האינטגרל  . 5   







+=

C

dy
y

x

y
dx

x

y

x
I arctan

2
arctan

1
  

4,1,)0(שני מעגלים   היא עקומה סגורה המורכבת מקשתות של  (C)כאשר  2222 >=+=+ yyxyx   

3,,)0(  וקטעים של הישרים >== yxyxyיניהם  ב    .  

 
VIII .   חשב  את  הפוטנציאלz ,   כאשר  
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zd
z

zxy

z

dy
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dx
ud
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dzdydx
du

dxxydyxdzydxxdyedz

dyxydxyxdz

dyyxyxdxyxyxdz

yx
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2

2222
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)2cos23()2sin1(.4))(5(.3

)62()132(.2

)2()2(.1
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=

+−−=++=

−++−=

−−+−+=

  

IX .   י    העקומים  הבאים ''  עהחסוםחשב  את  השטח  של  התחום:  

,12.1האליפסה    . 1  
2

2

2

2
2 =+==

b

y

a

x
xyx  

cos1(,)sin(,)20(,0(הציקלוידה    . 3   tayttaxta −=−=≤≤> π  וציר  x  

X . הוכח  ש- F
�

   הוא שדה משמר  ומצא  את  פוטנציאל  שלו 

  1.)1()1( jyxeiyxeF yxyx ���

−−+++= −−
  בכל  המישור  ,  

  2.
11 2222

j
yx

y
i

yx

x
F

���

++
+

++
  בכל  המישור  ,  =

  3.
)()( 2

2

2

2

j
yx

x
i

yx

y
F

���

−
+

−

−
:)5(9בתחום   , = 22 ≤++ yxD  

  4.6)6)4cos(4()4sin(2 322 kzjeyxyiyF y
����

   בכל  המרחב=+++++

  5.||, rrFkzjyixr
��

�����

  ב בכל  המרח=++=

XI  .   חשב ∫
Γ

⋅ rdF
�

�

Fצירקולציה  של   ( 
�

  כאשר )  

  1.)()2()23(, kyxjzxizyxF
����

−+++++=Γ  הוא  קו  שבור ACBA    

                                                                                                                         )1,0,0(),0,3,0(),0,0,2( CBA  

  2.,:cos,sin jxiyFtaxtay
���

−=Γ==  מעגל  בכיוון  חיובי .  

  { } 3.)35()32()52(,:,4 22222 kyxjzxizyFyxzzyx
����

−+−++=Γ+==++  

  4.)7sin77cos2(
152

2
, 22 jyyyexi

x
eF yy ���

−++







+

+=Γ   הוא  קו  שבור  

                                              ODCBAODCBAO )6,5(),1,2(),3,1(),2,1(),0,0( −−−−  

  5.,
22 yx

jxiy
F

+

+−
=Γ

��

�

  :מעגל  בכיוון  חיובי הוא   

        1)1)2() 2222 =+=+− yxayxb  
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    11תרגול   
  משטחים

I   קבע איזו צורה גיאומטרית  . בקאורדינטות  קרטזיות משטח הרשום משוואת. נתון משטח בצורה וקטורית
  .מייצגת המשוואה
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II.   

),(),,(מצא את משוואת מישור המשיק למשטח  .1   uvvuvuvur −+=
�

  (v =1, u =2)  בנקודה  

),(),,(מצא את משוואת הנורמל  למשטח  .2   3322 vuvuvuvur +++=
�

  (v =1, u =2)  בנקודה  

xyyxzמצא את משוואת הנורמל  למשטח  .3   −+= 22
)7,4,3(   בנקודה   −  

zzyxמצא את משוואת המישור המשיק  למשטח  .4   4222   )2,2,0(   בנקודה  ++=
  

  אינטגרל  משטחי  מסוג  ראשון
III .  חשב  את  האינטגרלים  הבאים:  

  1 . ∫∫
S

dsz3 כאשר  S2,0     הוא חלק של הפרבולויד 22 yxzz −−=≥  

  2 . ∫∫ +
S

dsyxz   הוא חלק של הגלילS  כאשר )(
24,50 xzy −=≤≤  

   3. ∫∫ ++
S

dszyx )( 222
 הוא חלק של  החרוט S כאשר 

22 yxz xyx העיגול  מעל=+ 222 ≤+  

IV .  
  :מצא  את  שטח  הפנים  של  המשטחים  הבאים  . 1  

632חלק  מהמישור  . א     =++ zyx  0,0,0 בין  המישורים === xyz  

2,0    חלק של הפרבולויד. ב     22 yxzz −−=≥  

)0(,9חשב  את  המסה  של  חצי  הכדור  . 2   222 =++≥ zyxz  משטחית  בכל  נקודה בעל  צפיפות  

  xy             השווה  למרחק  מהנקודה  עד  המישור    
  

  אינטגרל  משטחי  מסוג  שני
  

V .  חשב∫∫ ++
S

dydxRdzdxQdzdyP    

  1 . zRyQxP === )0(,16  הצד  החיצוני  של  חצי  הכדור   S-ו ,, 222 =++≥ zyxz  

  2 . 0,, =−== RxQyPו  -S  הצד  החיצוני  של  החרוט  
222,30 yxzz +=≤≤  

  3 . yRyxQxyP =+=−= 0,0,0  הצד  העליון  של   S-  ו,, ≥≥≥ xyz  ,1=++ zyx  

  4 . yxRxzQzyP −=−=−=   הצד  החיצוני  של  החרוט  S-  ו,,
222,40 yxzz +=≤≤  

VI.  חשב  את  השטף 
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VII .   חשב  דיברגנט  של  שדה  וקטורי:  

  1.              .22 kzjyixFkjzyeixyzF x
��������

++=++=   

  3.222 kzjyixF
����

)2,1,1(  בנקודה   =++ −M  

  4.3 2 kzjixF
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VIII .   חשב  רוטור  של  שדה  וקטורי:  

  1 . kyjxizF
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  2 . kyzxjyzxiyxzF
����
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IX .   הוכח  עבור  שדות  וקטוריים  כלליים),,(,),,( zyxFzyxG
��

),,(  ופונקציה  סקלרית   zyxf מקיימים :  
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  משפט  גאוס

X . ורי  חשב  את  השטף  של  השדה  הוקטF
�

   S  דרך  המשטח  

  1 . kzjyixF
���� 222 }:   הוא  שפת  קוביה S   כאשר  =++ }10,10,10 ≤≤≤≤≤≤ xyz  

  2 . kzjyixF
����

−+= }:  הוא שפה של  תחום S כאשר 43 }2222|),,( yxzyxzyx +≤≤+  
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  תשובות  
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 1דרך                            
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